
Çáiðíèê ïðàöü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè 2008, ò. 5, � 2, 367�395ÓÄÊ 517.938, 534.23À.Þ. Øâåö, Â.À. Ïå÷åðíûéÍàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò Óêðàèíû �ÊÏÈ�, Êèåâe-mail: alex.shvets�bigmir.net�àçíîîáðàçèå õàîòè÷åñêîé äèíàìèêèîäíîé íåèäåàëüíîé ýëåêòðîóïðóãîéñèñòåìûÄîñëiäæó¹òüñÿ íåiäåàëüíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà "ãåíåðàòîð-ï'¹çîêåðàìi÷íèé âèïðîìiíþâà÷". Ïîêàçàíî, ùî â äàíié ñèñòåìiðåàëiçóþòüñÿ âñi îñíîâíi ñöåíàði¨ ïåðåõîäó äî äåòåðìiíîâàíîãî õàîñó.Ïîáóäîâàíi òà äåòàëüíî âèâ÷åíi îñíîâíi òèïè ðåãóëÿðíèõ, õàîòè÷íèõ iãiïåðõàîòè÷íèõ àòðàêòîðiâ ñèñòåìè.The nonideal dynami
al system "generator � piezo
erami
 transdu
er" is
onsidered. It is shown, that in the given system all basi
 s
enarioes oftransition to deterministi
 
haos are implemented. The basi
 types of theregular, 
haoti
 and hyper
haoti
 attra
tors of a system are 
onstru
tedand in details investigated.Ââåäåíèå. Ëþáàÿ êîëåáàòåëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, íåñìîòðÿíà îãðîìíîå ðàçíîîáðàçèå òàêèõ ñèñòåì, �àêòè÷åñêè ñîñòîèò èç äâóõîñíîâíûõ ýëåìåíòîâ. À èìåííî, ñîáñòâåííî êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû,êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü êîëåáàòåëüíîé íàãðóçêîé, è êàêîãî-ëèáîýíåðãåòè÷åñêîãî èñòî÷íèêà âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé. Âñå ìíîãîîáðà-çèå ñóùåñòâóþùèõ êîëåáàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ìîæíî ðàç-äåëèòü íà äâà êëàññà. Ïîä íåèäåàëüíûìè êîëåáàòåëüíûìè äèíàìè-÷åñêèìè ñèñòåìàìè ïîíèìàþòñÿ òàêèå ñèñòåìû, ó êîòîðûõ èñòî÷íèêâîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé èìååò ìîùíîñòü çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùóþìîùíîñòü, ïîòðåáëÿåìóþ êîëåáàòåëüíîé íàãðóçêîé. Â ñâîþ î÷åðåäü
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368 À.Þ. Øâåö, Â.À Ïå÷åðíûéñèñòåìû, ó êîòîðûõ ìîùíîñòü, ïîòðåáëÿåìàÿ êîëåáàòåëüíîé íàãðóç-êîé, ñðàâíèìà ïî âåëè÷èíå ñ ìîùíîñòüþ èñòî÷íèêà âîçáóæäåíèÿ êî-ëåáàíèé, íàçûâàþòñÿ íåèäåàëüíûìè [1, 2℄. Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäå-ëèðîâàíèè íåèäåàëüíûõ ñèñòåì îáÿçàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ó÷åò âçàèìî-äåéñòâèÿ ìåæäó êîëåáàòåëüíîé íàãðóçêîé è èñòî÷íèêîì âîçáóæäåíèÿêîëåáàíèé.Ïðîáëåìû ãëîáàëüíîãî ýíåðãîñáåðåæåíèÿ çàñòàâëÿþò ìàêñèìàëü-íî ìèíèìèçèðîâàòü ìîùíîñòü òåõ èëè èíûõ èñòî÷íèêîâ âîçáóæäåíèÿêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèíñòâî ðå-àëüíûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ïðèíöèïèàëüíî äîëæíû òðàêòîâàòüñÿêàê íåèäåàëüíûå.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû. Â ðàáîòàõ [2℄ � [4℄ èññëåäîâà-ëèñü óñòàíîâèâøèåñÿ ðåæèìû êîëåáàíèé îäíîé ýëåêòðîóïðóãîé äèíà-ìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî èçëó÷àòåëÿ, êî-ëåáàíèÿ êîòîðîãî âîçáóæäàþòñÿ ýëåêòðîëàìïîâûì LC-ãåíåðàòîðîìîãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè. Òàêîãî ðîäà ñèñòåìû íàõîäÿò øèðîêîå ïðè-ìåíåíèå â ñîâðåìåííûõ íàâèãàöèîííûõ óñòðîéñòâàõ [2℄. �àññìîòðåí-íàÿ â [2℄ � [4℄ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåèäåàëüíîé äåòåð-ìèíèðîâàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî òàêàÿñèñòåìà îáëàäàåò áîëüøèì ðàçíîîáðàçèåì óñòàíîâèâøèõñÿ äèíàìè-÷åñêèõ ðåæèìîâ, êàê ðåãóëÿðíûõ, òàê è õàîòè÷åñêèõ. Öåëüþ íàñòî-ÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèå è óãëóáëåíèå èññëåäîâàíèé, íà-÷àòûõ â [2℄ � [4℄.Ñëåäóÿ ðàáîòàì [2℄ � [4℄, ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêèé ñòåðæíåâîéïüåçîêåðàìè÷åñêèé èçëó÷àòåëü, ê ýëåêòðîäàì êîòîðîãî ïðèêëàäû-âàåòñÿ ýëåêòðè÷åñêîå íàïðÿæåíèå, âîçáóæäàåìîå ýëåêòðîëàìïîâûìLC-ãåíåðàòîðîì (ðèñ. 13).Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ(t) âåëè÷èíó ïðîïîðöèîíàëüíóþ ýëåêòðè÷åñêî-ìó íàïðÿæåíèþ íà ñåòêå ëàìïû ãåíåðàòîðà:
φ(t) =

∫ t

0

(eg − Eg)dt, (1)à ÷åðåç 2V (t) � ýëåêòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõèçëó÷àòåëÿ. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [2℄ � [4℄, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü,îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ñèñòåìû "ïüåçîêåðàìè÷åñêèé èçëó÷àòåëü�ãåíåðàòîð" ìîæåò áûòü çàïèñàíà ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé íåëèíåéíîéñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
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�èñ. 13: Ñõåìà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.
φ̈+ ω2

0φ = a0φ̇+ a2φ̇
2 − a3φ̇

3 − a4V (t),

V̈ (t) + ω2
1V (t) = a5φ+ a6φ̇− a7V̇ (t).

(2)Ïàðàìåòðû ñèñòåìû (2) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ýëåêòðîìàãíèòíûå,ãåîìåòðè÷åñêèå è äå�îðìàöèîííûå ïàðàìåòðû ãåíåðàòîðà è èçëó÷à-òåëÿ ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì [2℄:
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(3)
Äåòàëüíîå îáúÿñíåíèå �èçè÷åñêîãî ñìûñëà ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â�îðìóëû (3), ïðèâåäåíî â [2℄ � [4℄.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçìîæíûõ óñòàíîâèâøèõñÿ äèíàìè÷åñêèõ ðå-æèìîâ âçàèìîäåéñòâèÿ â ñèñòåìå (2) ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåí-íûå

ξ =
φω0

Eg
;

dξ

dτ
= ζ; β =

V

Eg
;

dβ

dτ
= γ; τ = ω0t.Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) çàïèøåòñÿ â âèäå:
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dξ

dτ
= ζ,

dζ

dτ
= −ξ + α1ζ + α2ζ

2 − α3ζ
3 − α4β,

dβ

dτ
= γ,

dγ

dτ
= −α0β + α5ξ + α6ζ − α7γ,

(4)ãäå êîý��èöèåíòû α0, ..., α7 ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû:
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;
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0
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ω0
.Êàê óñòàíîâëåíî â [2, 4℄, ïðè α0 6= −α4α5 åäèíñòâåííûì ïîëîæå-íèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4) áóäåò íà÷àëî êîîðäèíàò �àçîâîãî ïðî-ñòðàíñòâà. Ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïàðàìåòðàìè ñè-ñòåìû òàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Â ýòîìñëó÷àå âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû, ñòàðòóþùèå èç îêðåñòíîñòè íà÷àëàêîîðäèíàò �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîêèíóò ýòóîêðåñòíîñòü è, â ñèëó äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû, áóäóò ñòðåìèòüñÿê íåêîòîðûì ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâàì � àòòðàêòîðàì, êîòîðûå ìî-ãóò áûòü êàê ðåãóëÿðíûìè, òàê è õàîòè÷åñêèìè [2, 4℄. Â óïîìÿíóòûõâûøå ðàáîòàõ óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ òèïîâ õàîòè-÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû (4) è îïèñàí ðÿä ñöåíàðèåâ ïåðåõîäà îòðåãóëÿðíûõ êîëåáàíèé ê õàîòè÷åñêèì.Ïîñòðîåíèå êàðòû äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé(4) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, è ñëåäîâàòåëüíî, íàõîæäåíèå åå òî÷íûõ ðå-øåíèé â âèäå àíàëèòè÷åñêèõ �îðìóë â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî.Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (4) èñïîëüçîâàëèñü ÷èñ-ëåííûå ìåòîäû è àëãîðèòìû. Ìåòîäèêà ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ-÷åòîâ äåòàëüíî îïèñàíà â [2℄. Âêðàòöå ïîÿñíèì ñóòü ýòîé ìåòîäèêè.Îñíîâíûì ðàñ÷åòíûì ìåòîäîì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (4) ÿâ-ëÿëñÿ ìåòîä �óíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî èëè ïÿòîãî ïîðÿäêà ñ ïðèìå-íåíèåì êîððèãèðóþùåé ïðîöåäóðû Äîðìàíà�Ïðèíñà [5℄, îáåñïå÷è-âàþùåé î÷åíü âûñîêóþ ëîêàëüíóþ òî÷íîñòü ïðîâîäèìûõ âû÷èñëå-íèé (ïîðÿäêà Î(10−8)�Î(10−12)). Ïðè ïîñòðîåíèè �àçîâûõ ïîðòðåòîâ



�àçíîîáðàçèå õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè . . . 371óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü íà íåäîïóùå-íèå èõ èñêàæåíèÿ òðàåêòîðèÿìè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ ïîñòðî-åíèÿ ñïåêòðà ëÿïóíîâñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé (ËÕÏ)àòòðàêòîðîâ ïðèìåíÿëñÿ îáîáùåííûé àëãîðèòì Áåíåòòèíà è äð. [6℄� [9℄. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèé è îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå àòòðàêòî-ðîâ ñèñòåìû ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä Åíî [9, 10℄. Íàêîíåö, äëÿ ïîëó÷åíèÿðàñïðåäåëåíèé ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä Ôàéëîíà[11℄.Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ïîëàãàëîñü, ÷òî ïà-ðàìåòðû ñèñòåìû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ α0 = 0.995, α1 = 0.04,
α2 = 0.63 · X, α3 = 0.18 · X, 0 ≤ α4 ≤ 0.4, α5 = −0.0604,
α6 = −0.12, α7 = 0.01. Îòìåòèì, ÷òî òàêèå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì LC-ãåíåðàòîðîâ è ïüåçî-êåðàìè÷åñêèõ èçëó÷àòåëåé [2℄. Çäåñü X ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíûì ïå-ðåìåííûì ìíîæèòåëåì, èçìåíåíèå êîòîðîãî ìåíÿåò õàðàêòåðèñòèêèðàáîòû ëàìïû ãåíåðàòîðà. Â êà÷åñòâå áè�óðêàöèîííûõ âûáèðàëèñüïàðàìåòðû X è α4, õàðàêòåðèçóþùèé âçàèìîñâÿçü ìåæäó èçëó÷à-òåëåì è ãåíåðàòîðîì. Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû X è α4 ÿâëÿþòüñÿìóëüòèïàðàìåòðàìè, â ñèëó òîãî ÷òî èõ èçìåíåíèå ìîæåò áûòü ýê-âèâàëåíòíûì èçìåíåíèþ íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû "ïüåçîêå-ðàìè÷åñêèé èçëó÷àòåëü�ãåíåðàòîð". Ïðè òàê âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõñèñòåìû (4) íà÷àëî êîîðäèíàò �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ åäèí-ñòâåííûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå áóäåò íåóñòîé÷èâûì ïîËÿïóíîâó [2℄.Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû (4) íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ êàðòû äèíàìè÷å-ñêèõ ðåæèìîâ. Òàêàÿ êàðòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèàãðàììó íà ïëîñêî-ñòè, ãäå ïî îñÿì êîîðäèíàò îòëîæåíû êàêèå-ëèáî äâà èç ïàðàìåòðîâñèñòåìû è ïîêàçàíû îáëàñòè óñòàíîâèâøèõñÿ äèíàìè÷åñêèõ ðåæè-ìîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Êàðòû äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ äàþò äîñòàòî÷-íî ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ðàñïîëîæåíèè óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâðàçíûõ òèïîâ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Îíèèìåþò î÷åíü âàæíîå çíà÷åíèå ïðè ïðîâåäåíèè ðàçëè÷íîãî ðîäà íà-òóðíûõ è ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ñèñòåìû.Îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ ðàçíûõòèïîâ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñèãíàòóðû ñïåêòðà ËÕÏ â òî÷êàõ êàð-òû. Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ êðèòåðèè äèàãíîñòèêè òèïà ðåæèìà [9℄. Âðÿäå ñëó÷àåâ äëÿ óòî÷íåíèÿ òèïà ðåæèìà ïðîâîäèòñÿ äåòàëüíîå èñ-ñëåäîâàíèå åãî îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê (�àçîâûé ïîðòðåò, ñå÷åíèåÏóàíêàðå è ò.ï.). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíà êàðòà îòíîñèòåëü-



372 À.Þ. Øâåö, Â.À Ïå÷åðíûéíî ïàðàìåòðîâ α4 è X . Ýòî ïîçâîëèëî âûÿâèòü íåêîòîðûå íîâûå ïîñðàâíåíèþ ñ ðàáîòàìè [2℄,[4℄ òèïû ðåãóëÿðíûõ è õàîòè÷åñêèõ àòòðàê-òîðîâ ñèñòåìû (4), à òàêæå óñòàíîâèòü íîâûå, äëÿ äàííîé ñèñòåìû,ñöåíàðèè ïåðåõîäà ê õàîñó.Íà ðèñ. 14 ïðèâåäåíû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå àíàëèçà è îá-ðàáîòêè äàííûõ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, íåêîòîðûå èç ëè-ñòîâ êàðòû äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ñèñòåìû "ïüåçîêåðàìè÷åñêèéïðåîáðàçîâàòåëü-ãåíåðàòîð". Íà ðèñ. 14à áåëûå îáëàñòè êàðòû ñîîò-âåòñòâóþò òåì çíà÷åíèÿì α4 è X , ïðè êîòîðûõ àòòðàêòîðàìè ñè-ñòåìû (4) áóäóò ïðåäåëüíûå öèêëû ñ ñèãíàòóðîé ñïåêòðà ËÕÏ âè-äà 〈0,−,−,−〉. Ñåðûå îáëàñòè êàðòû ñîîòâåòñòâóþò êâàçèïåðèîäè-÷åñêèì àòòðàêòîðàì ñ ñèãíàòóðîé ñïåêòðà ËÕÏ âèäà 〈0, 0,−,−〉. È,íàêîíåö, ÷åðíûå îáëàñòè � õàîòè÷åñêèì àòòðàêòîðàì ñ ñèãíàòóðîéñïåêòðà ËÕÏ âèäà 〈+, 0,−,−〉. Íà ðèñ. 14á áåëûì è ÷åðíûì öâåòàìèíàíåñåíû îáëàñòè òàêèõ æå, êàê è íà ïåðâîì ëèñòå êàðòû, äèíàìè÷å-ñêèõ ðåæèìîâ. Íî íà âòîðîì ëèñòå êàðòû ñåðûå îáëàñòè ñîîòâåòñòâó-þò ãèïåðõàîòè÷åñêèì àòòðàêòîðàì ñ ñèãíàòóðîé ñïåêòðà ËÕÏ âèäà
〈+,+, 0,−〉. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ õàîòè-÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ âêëèíèâàþòñÿ íåáîëüøèå ïî ïëîùàäè îáëàñòèñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ýòî òàê íàçûâàåìûå "îêíà ïåðè-îäè÷íîñòè".Èññëåäîâàíèå óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ. Ïðîâåäåì ðàçðåç êàð-òû (ðèñ. 14à) ïî âåðòèêàëüíîé îñè X = 4.30 è èçó÷èì ñìåíó òèïîâóñòàíîâèâøèõñÿ â ñèñòåìå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ, êîòîðûå ïðîèñõî-äÿò â ñèñòåìå ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà α4. Îñîáîå âíèìàíèå óäå-ëèì âîçíèêíîâåíèþ õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ è óñòàíîâëåíèþ ñöåíàðèåâïåðåõîäà ê õàîñó. Êàê èçâåñòíî, îñíîâíûì ïðàêòè÷åñêèì êðèòåðèåìâîçíèêíîâåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â ñïåê-òðå ËÕÏ õîòÿ áû îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ [9, 12℄. Íà ðèñ.15à ïîñòðîåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè ñòàðøåãî, îòëè÷íîãî îò íóëÿ, ëÿ-ïóíîâñêîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ñèñòåìû îò çíà÷åíèé ïà-ðàìåòðà α4. �ðà�èê ïîñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà êîîðäèíàòíóþïëîñêîñòü íàíîñèòñÿ çíà÷åíèå ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ, åñëè îíî íå ðàâíîíóëþ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè α4. Åñëè æå ñòàðøèé ïîêàçà-òåëü ðàâåí íóëþ, òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè α4 íà êîîðäèíàò-íóþ ïëîñêîñòü íàíîñèòñÿ çíà÷åíèå âòîðîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ.Åñëè æå ñòàðøèé è âòîðîé ïîêàçàòåëè ðàâíû íóëþ, òî íà êîîðäèíàò-íóþ ïëîñêîñòü íàíîñèòñÿ òî÷êà ñ íóëåâîé îðäèíàòîé. Êàê âèäíî èçðèñóíêà, ñóùåñòâóåò ðÿä èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α4, ïðè êî-
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à

á�èñ. 14: Êàðòà äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ



374 À.Þ. Øâåö, Â.À Ïå÷åðíûéòîðûõ ñòàðøèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëüíûé. Ýòèèíòåðâàëû ñîîòâåòñòâóþò ÷åðíûì îáëàñòÿì êàðòû äèíàìè÷åñêèõ ðå-æèìîâ (ðèñ. 14à), â êîòîðûõ â ñèñòåìå ñóùåñòâóþò õàîòè÷åñêèå àò-òðàêòîðû.Íà ðèñ. 15á ïðèâåäåíà �àçîïàðàìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñè-ñòåìû � òàê íàçûâàåìîå áè�óðêàöèîííîå äåðåâî. Â äàííîì ñëó÷àåýòà õàðàêòåðèñòèêà ïîñòðîåíà îòíîñèòåëüíî �àçîâîé ïåðåìåííîé ξ.Îäíàêî áè�óðêàöèîííûå äåðåâüÿ, ïîñòðîåííûå îòíîñèòåëüíî äðóãèõêîîðäèíàò ñèñòåìû, êà÷åñòâåííî áóäóò ïîäîáíû ïðèâåäåííîìó íà ðèñ.3á. Âíèìàòåëüíîå èçó÷åíèå ðèñ. 15á ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îáëàñòèñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ è õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Òàê, ñâåòëûìó÷àñòêàì "êðîíû" ýòîãî äåðåâà ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå ðåæè-ìû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû (4), à ãóñòî çàòåìíåííûì �õàîòè÷åñêèå. Ïî áè�óðêàöèîííîìó äåðåâó ìîæíî îïðåäåëèòü òî÷êèáè�óðêàöèé ðåãóëÿðíûõ ðåæèìîâ è ïîðîãîâûå òî÷êè ïåðåõîäà ê õà-îñó.�àññìîòðèì òàêèå ñìåíû ðåæèìîâ áîëåå äåòàëüíî. Íà ñåãìåí-òå [0.2, 0.157] â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêëîòíîñèòåëüíî ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñ ñèãíàòóðîé ñïåêòðà ËÕÏ âèäà
〈0,−,−,−〉. Ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà öèêëà òàêîãî òèïà, ïîñòðî-åííàÿ ïðè α4 = 0.158, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 16à. Êà÷åñòâåííî ïîäîáíûå�àçîâûå ïîðòðåòû áóäóò èìåòü ïðåäåëüíûå öèêëû, ïîñòðîåííûå ïðèäðóãèõ çíà÷åíèÿõ α4 èç óêàçàííîãî ñåãìåíòà. Ñèãíàë, ïîñûëàåìûéèçëó÷àòåëåì âî âíåøíþþ ñðåäó, â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì.Ïðè α4 = 0.15655, â ðåçóëüòàòå ñåäëî-óçëîâîé áè�óðêàöèè, ïðå-äåëüíûé öèêë èñ÷åçàåò è â ñèñòåìå âîçíèêàåò õàîòè÷åñêèé àòòðàê-òîð. Â ñèãíàòóðå ñïåêòðà ËÕÏ òàêîãî àòòðàêòîðà ïîÿâëÿåòñÿ ñòàð-øèé ïîëîæèòåëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü 〈+, 0,−,−〉. Íà ðèñ. 16àïðèâåäåíà ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ñè-ñòåìû ïðè α4 = 0.15655. Ïåðåõîä ê õàîñó îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ïåðå-ìåæàåìîñòü ïåðâîãî òèïà ïî Ïîìî�Ìàííåâèëëþ [2, 9℄. Ëàìèíàðíîé�àçå ýòîé ïåðåìåæàåìîñòè ñîîòâåòñòâóåò áëèçêîå ê ïåðèîäè÷åñêîìóäâèæåíèå â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè èñ÷åçíóâøåãî ïðåäåëüíîãîöèêëà, à òóðáóëåíòíîé � íåïðåäñêàçóåìûå çàðàíåå ðàñêðóòêè âîêðóãñïèðàëåé õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà.Íà ðèñ. 16â�ã ïðèâåäåíû ñå÷åíèå Ïóàíêàðå ïëîñêîñòüþ β = 0 õàî-òè÷åñêîãî àòòðàêòîðà è åãî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, ïîñòðîåííûå ïðè
α4 = 0.15655. Ñå÷åíèå è îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â òàêîì ñëó÷àå ïðåä-
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á�èñ. 15: �ðà�èê çàâèñèìîñòè ëÿïóíîâñêîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïî-êàçàòåëÿ îò ïàðàìåòðà α4 (à); �àçîïàðàìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêàñèñòåìû ïî êîîðäèíàòå ξ (á).
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â ã�èñ. 16: Ïðîåêöèè �àçîâîãî ïîðòðåòà ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè
α4 = 0.158 (à) è õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè α4 = 0.15655 (á); ñå÷å-íèå (â) è îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå (ã ) ïðè α4 = 0.15655.



�àçíîîáðàçèå õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè . . . 377
0 0.5 1 1.5

S( )

0

1

2

0 0.5 1 1.5

S( )

0

1

2

à á�èñ. 17: �àñïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëàïðè α4 = 0.158 (à) è õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè α4 = 0.15655 (á).ñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå õàîòè÷åñêèå ìíîæåñòâà. Ñòðóêòóðà ýòèõìíîæåñòâ î÷åíü îòäàëåííî íàïîìèíàåò êâàçèëåíòî÷íóþ [12℄. Òî÷êèñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå (ðèñ. 16â) áîëåå ïëîòíî ãðóïïèðóþòñÿ â òåõ îáëà-ñòÿõ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ëàìèíàðíûì �àçàì ïåðåìåæàåìîñòè.Â ýòèõ òî÷êàõ �àçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñåêóùåéïëîñêîñòüþ ïðè ïðîõîæäåíèè â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè èñ÷åç-íóâøåãî ïðåäåëüíîãî öèêëà, ò.å. â ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîì ðåæèìå. Áî-ëåå ðàçðåæåííî íàíåñåíû òî÷êè, â êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåòñÿñ ñåêóùåé â òóðáóëåíòíîé �àçå. Â äèíàìèêå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêà-ðå, ïîñòðîåííîãî ïðè α4 = 0.15655 (ðèñ. 16ã), òàêæå íàáëþäàþòñÿëàìèíàðíûå è òóðáóëåíòíûå �àçû. Ïîñëå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êî-ëè÷åñòâà èòåðàöèîííûõ øàãîâ îòîáðàæåíèÿ òðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò ëà-ìèíàðíóþ �àçó è ñòðåìèòñÿ â îòäàëåííûå, îò îòîáðàæåíèÿ èñ÷åçíóâ-øåãî ïðåäåëüíîãî öèêëà, îáëàñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ýòèõ îá-ëàñòÿõ îòîáðàæåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòüþ îòíîñèòåëüíîâîçìóùåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Âñëåäñòâèå ðåèíæåêöèè ÷åðåç íåêî-òîðîå âðåìÿ òðàåêòîðèÿ ñíîâà ïîÿâëÿåòñÿ â îáëàñòè èñ÷åçíóâøåãîïðåäåëüíîãî öèêëà.Íà ðèñ. 17 ïðèâåäåíû ïîñòðîåííûå â ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëåðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè (Ôóðüå�ñïåêòð) ïðåäåëüíîãîöèêëà ïðè α4 = 0.158 (à) è õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè α4 = 0.15655



378 À.Þ. Øâåö, Â.À Ïå÷åðíûé(á). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, Ôóðüå-ñïåêòð ïðåäåëüíîãî öèêëà èìååò òè-ïè÷íóþ äëÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ äèñêðåòíóþ è ãàðìîíè÷åñêóþ ñòðóê-òóðó. Ôóðüå-ñïåêòð õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ñïëîøíîé, ÷òî ÿâëÿåò-ñÿ äîïîëíèòåëüíûì ïîäòâåðæäåíèåì åãî õàîòè÷íîñòè. Òåì íå ìåíåå,â ñïëîøíîì ñïåêòðå õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà äîñòàòî÷íî ÷åòêî ïðî-ñìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíûå ïèêè, "âîñïîìèíàíèÿ" îá èñ÷åçíóâøåì ïðå-äåëüíîì öèêëå. Ñèãíàë, ïîñûëàåìûé èçëó÷àòåëåì âî âíåøíþþ ñðåäó,â ýòîì ñëó÷àå áóäåò õàîòè÷åñêèì.Õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð òèïà ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 16á ñóùåñòâó-åò â ñèñòåìå ïðè èçìåíåíèè α4 â ïðåäåëàõ [0.15655, 0.142]. Êàê âèä-íî èç ðèñ. 15à�á, ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ α4 îáëàñòüñóùåñòâîâàíèÿ õàîñà ñìåíÿåòñÿ îáëàñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòåìå(4) ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ýòî îêíî ïåðèîäè÷íîñòè, êîòîðîå ðàçðåçà-åò îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà (ðèñ. 15à). Ïðèâíèìàòåëüíîì èçó÷åíèè ðèñ. 15á ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ïîäõîäåê ëåâîé ãðàíèöå îêíà ïåðèîäè÷íîñòè, íà íåáîëüøîì èíòåðâàëå èç-ìåíåíèÿ ïàðàìåòðà α4 ∈ (0.129, 0.136) â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò êàñêàäáè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Íà ðèñ. 18à�á ïðèâåäåíû ïðîåêöèè�àçîâûõ ïîðòðåòîâ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, îáðàçîâàííûõ â ðåçóëüòàòåáè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Ïîñëå ïåðâîé áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ,ñäåëàâ îáîðîò âîêðóã öèêëà, òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû íå ïîïàäàåò â èñ-õîäíóþ òî÷êó. È òîëüêî ñäåëàâ åùå îäèí îáîðîò, òðàåêòîðèÿ çàìû-êàåòñÿ. Ïîñëå âòîðîé áè�óðêàöèè òðàåêòîðèÿ çàìûêàåòñÿ, ñîîòâåò-ñòâåííî, ïîñëå ÷åòûðåõ îáîðîòîâ âîêðóã ïåðâîíà÷àëüíîãî öèêëà è ò.ä.Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýâîëþöèþ ñå÷åíèé Ïóàíêàðå, òî ïîñëå êàæäîéòàêîé áè�óðêàöèè êîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ òðàåêòîðèè ñèñòå-ìû ïåðåñåêàþò ñåêóùóþ ïëîñêîñòü, áóäåò óäâàèâàòüñÿ. Äëÿ êàæäîãîïðåäåëüíîãî öèêëà èç óêàçàííîãî èíòåðâàëà ñå÷åíèå Ïóàíêàðå áóäåòïðåäñòàâëÿòü äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëàòî÷åê.Òàêîé êàñêàä áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà çàêàí÷èâàåòñÿ ïðè
α4 = 0.129 âîçíèêíîâåíèåì â ñèñòåìå õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, âñïåêòðå ËÕÏ êîòîðîãî ïîÿâëÿåòñÿ ñòàðøèé ïîëîæèòåëüíûé ïîêàçà-òåëü. Íà ðèñ.18â ïðèâåäåíà ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà õàîòè÷åñêî-ãî àòòðàêòîðà. Ïåðåõîä îò ðåãóëÿðíîãî ê õàîòè÷åñêîìó ðåæèìó îñó-ùåñòâëÿåòñÿ ïî ñöåíàðèþ Ôåéãåíáàóìà [13, 14℄. Ïîñëå êðèòè÷åñêîéòî÷êè íàêîïëåíèÿ áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ íàáëþäàåòñÿ îáðàòíûé ïðî-öåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî "îãðóáëåíèÿ" òîíêîé ñòðóêòóðû àòòðàêòîðà.Âîçíèêàþùèé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ



�àçíîîáðàçèå õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè . . . 379ëåíòó òðàåêòîðèé, èìåþùóþ �ðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó [9℄.Íà ðèñ.19 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïðå-äåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (4) ïðè α4 = 0.136, α4 = 0.134 è îáðàçîâàâ-øåãîñÿ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè α4 = 0.128. Ñíà÷àëà â ñïåêòðåïðèñóòñòâóþò òîëüêî ãàðìîíèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå îñíîâíîìó ïåðè-îäó. Ïîñëå ïåðâîé áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïîÿâëÿåòñÿ ñóáãàð-ìîíè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ. Çàòåì ïîñëå êàæäîé áè�óðêàöèè óäâîå-íèÿ â Ôóðüå-ñïåêòðå áóäóò âîçíèêàòü íîâûå ñóáãàðìîíèêè, òî÷íî âñåðåäèíå èíòåðâàëà ìåæäó ñóùåñòâîâàâøèìè ðàíåå ñïåêòðàëüíûìèêîìïîíåíòàìè. Â çàêðèòè÷åñêîé îáëàñòè, ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè-÷åñêîãî àòòðàêòîðà, ñîîòâåòñòâåííî ðàçðóøàþòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèåñîñòàâëÿþùèå Ôóðüå-ñïåêòðà â îáðàòíîì ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ. Íàèõ ìåñòå âîçíèêàþò ó÷àñòêè ñïëîøíîãî ñïåêòðà.Êàê âèäíî èç ðèñ. 15, äàííàÿ îáëàñòü õàîñà âíîâü ñìåíÿåòñÿ îá-ëàñòüþ ïåðèîäè÷íîñòè ïðè α4 ≈ 0.1. Â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò îê-íî ïåðèîäè÷íîñòè â îêðåñòíîñòè çíà÷åíèÿ α4 = 0.117. Ýòî îêíî íà-ñòîëüêî ìàëî, ÷òî â âûáðàííîì ìàñøòàáå ïîñòðîåíèÿ êàðòû äèíàìè-÷åñêèõ ðåæèìîâ îíî íå çà�èêñèðîâàíî íà êàðòå. Îäíàêî åãî ìîæíîîáíàðóæèòü ïî ïðîâàëó ãðà�èêà çàâèñèìîñòè ñòàðøåãî ëÿïóíîâñêî-ãî ïîêàçàòåëÿ (ðèñ. 15á) â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé. Îïèøåìïåðåõîä ê õàîñó ñî ñòîðîíû âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α4. Óïîðîãà èíòåðâàëà õàîòè÷íîñòè â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ìíîãîòàêòíûéïðåäåëüíûé öèêë. Íà ðèñ. 20à ïðèâåäåíà ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðå-òà öèêëà òàêîãî òèïà ïîñòðîåííàÿ ïðè α4 = 0.1003. Ïðè α4 = 0.1004òàêîé öèêë èñ÷åçàåò è â ñèñòåìå âîçíèêàåò õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð.Ïðîåêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû Êðûëîâà�Áîãîëþáîâàõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà òàêîãî òèïà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 20á. �àñïðå-äåëåíèå èíâàðèàíòíîé ìåðû ïîñòðîåíî ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìîéòåõíèêè êîäèðîâàíèÿ îòòåíêàìè ñåðîãî öâåòà, îïèñàííîé â [2, 9℄. ×åìòåìíåå îáëàñòü íà ðèñ. 20á, òåì áîëåå äëèòåëüíîå âðåìÿ íàõîäÿòñÿòðàåêòîðèè àòòðàêòîðà â ýòîé îáëàñòè. Êàê âèäíî èç ðèñ. 20á, áîëååòåìíûå îáëàñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðàêòè÷åñêèâûðèñîâûâàþò ìàëóþ îêðåñòíîñòü èñ÷åçíóâøåãî ïðåäåëüíîãî öèêëà.Ïåðåõîä ê õàîñó çäåñü ïðîèñõîäèò ÷åðåç ðàíåå îïèñàííóþ ïåðåìåæà-åìîñòü ïåðâîãî òèïà ïî Ïîìî�Ìàííåâèëëþ. Äâèæåíèå òðàåêòîðèé âòåìíûõ îáëàñòÿõ íà ðèñ. 20á (ëàìèíàðíûå ñòàäèè ïåðåìåæàåìîñòè)ñìåíÿþòñÿ íåïðåäñêàçóåìûìè çàðàíåå óõîäàìè òðàåêòîðèé â áîëååñâåòëûå îáëàñòè. Ýòî òóðáóëåíòíûå âñïëåñêè ïåðåìåæàåìîñòè (òóð-áóëåíòíûå ñòàäèè). Äëèòåëüíîñòü ïðåáûâàíèÿ òðàåêòîðèé â òóðáó-
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â�èñ. 18: Ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè
α4 = 0.136 (à); ïðè α4 = 0.134 (á); è õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè
α4 = 0.128 (â).
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â�èñ. 19: �àñïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëàïðè α4 = 0.136 (à); ïðè α4 = 0.134 (á); è õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðàïðè α4 = 0.128 (â).



382 À.Þ. Øâåö, Â.À Ïå÷åðíûéëåíòíîé �àçå ñóùåñòâåííî ìåíüøå äëèòåëüíîñòè èõ ïðåáûâàíèÿ âëàìèíàðíîé �àçå.Ïðè îòäàëåíèè çíà÷åíèÿ α4 îò ïîðîãà õàîñà (α4 = 0.1004) ïðîèñõî-äÿò èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, çàêëþ÷àþùèåñÿâ òîì, ÷òî òðàåêòîðèè íà÷èíàþò áîëåå ïëîòíî çàïîëíÿòü îáëàñòü åãîëîêàëèçàöèè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êðîìå òîãî, íåñêîëüêî óâåëè-÷èâàþòñÿ ñàìè ðàçìåðû òàêîé îáëàñòè ëîêàëèçàöèè. Äàííûå èçìåíå-íèÿ ñòðóêòóðû õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 20â.Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà èçìåíåíèÿõ äèíàìè÷åñêèõ ðåæè-ìîâ ñèñòåìû, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè èçìåíåíèè α4 â èíòåðâàëå (0.038,0.079). Òàê, ïðè α4 = 0.078 àòòðàêòîðîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëü-íûé öèêë, ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà êîòîðîãî ïðèâåäåíà íà ðèñ.21à. Äàëåå, ïðè α4 = 0.075 ñóùåñòâóþùèé ïðåäåëüíûé öèêë òåðÿåòñâîþ óñòîé÷èâîñòü è â åãî îêðåñòíîñòè, âñëåäñòâèå áè�óðêàöèè Íåé-ìàðêà, âîçíèêàåò êâàçèïåðèîäè÷åñêèé àòòðàêòîð � òîðîèäàëüíàÿ ïî-âåðõíîñòü [9℄. Ñèãíàòóðà ñïåêòðà ËÕÏ òàêîãî àòòðàêòîðà èìååò âèä
〈0, 0,−,−〉. Ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü âîçíèêàþùåãî àòòðàêòîðà ðàâ-íà äâóì. Íà ðèñ. 21á�â ïðèâåäåíû, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîåêöèÿ �àçî-âîãî ïîðòðåòà è ñå÷åíèå Ïóàíêàðå êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî àòòðàêòîðà,ïîñòðîåííîãî ïðè α4 = 0.075. Òðàåêòîðèè àòòðàêòîðà âñþäó ïëîòíîïîêðûâàþò òîðîèäàëüíóþ ïîâåðõíîñòü. Ïðè ýòîì îíè ñ íåêîòîðûìïî÷òè ïåðèîäîì ðåãóëÿðíî âîçâðàùàþòñÿ â îêðåñòíîñòü ëþáîé �èê-ñèðîâàííîé òî÷êè äàííîé òîðîèäàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ñå÷åíèå Ïóàí-êàðå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, èìåþùåå ëåíòî÷íóþñòðóêòóðó [12℄. Îòìåòèì, ÷òî â ðàííåå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèÿõñèñòåìû "ãåíåðàòîð�èçëó÷àòåëü" îáíàðóæèòü â íåé êâàçèïåðèîäè-÷åñêèå àòòðàêòîðû íå óäàâàëîñü [2℄.Îñîáî îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 21 àò-òðàêòîðû ëîêàëèçóþòñÿ â çíà÷èòåëüíî ìåíüøåì �àçîâîì îáúåìå,÷åì àòòðàêòîðû, ðàññìîòðåííûå ðàíåå. Íà �àçîïàðàìåòðè÷åñêîé õà-ðàêòåðèñòèêå ñèñòåìû (ðèñ. 15á) ÷åòêî ïðîñëåæèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ êñóæåíèþ êðîíû áè�óðêàöèîííîãî äåðåâà ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåò-ðà α4, íà÷èíàÿ îò çíà÷åíèÿ α4 ≈ 0.08. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøå-íèè α4 êâàçèïåðèîäè÷åñêèé àòòðàêòîð ðàçðóøàåòñÿ è â ñèñòåìå (4)æåñòêî ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, ïðîåêöèÿ �àçîâîãîïîðòðåòà êîòîðîãî ïðèâåäåíà íà ðèñ. 22à. Äàëåå íà ìàëîì èíòåðâàëå
(0.066, 0.068) â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò êàñêàä áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïå-ðèîäà, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ðîæäåíèþ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. Íàðèñ. 22á�â ïðèâåäåíû ïðîåêöèè �àçîâûõ ïîðòðåòîâ ïåðâîé áè�óðêà-
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â�èñ. 20: Ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè
α4 = 0.1003 (à); ïðîåêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû õàîòè-÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè α4 = 0.10051 (á); ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòàõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè α4 = 0.11 (â).
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â�èñ. 21: Ïðîåêöèè �àçîâîãî ïîðòðåòà ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè
α4 = 0.078 (a); ïðåäåëüíîãî òîðà ïðè α4 = 0.075 (á) è åãî ñå÷åíèåÏóàíêàðå ïëîñêîñòüþ β = 0 (â).
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â�èñ. 22: Ïðîåêöèè �àçîâîãî ïîðòðåòà ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè
α4 = 0.068 (a); ïðè α4 = 0.067 (á) è õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè
α4 = 0.066(â).



386 À.Þ. Øâåö, Â.À Ïå÷åðíûéöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà öèêëà è âîçíèêàþùåãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàê-òîðà. Ïåðåõîä ê õàîñó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îïèñàíîìó âûøå ñöåíàðèþÔåéãåíáàóìà. Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñå ïðåäåëüíûå öèêëûêàñêàäà áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà è âîçíèêàþùèé õàîòè÷åñêèéàòòðàêòîð âíîâü ëîêàëèçóþòñÿ â çàìåòíî áîëüøåì �àçîâîì îáúåìå,÷åì öèêëû è òîðû òèïà ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 21. Íà �àçîïàðàìåò-ðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêå (ðèñ. 15á) äàííîìó êàñêàäó ñîîòâåòñòâóåòçàìåòíîå ðàñøèðåíèå êðîíû áè�óðêàöèîííîãî äåðåâà.Ïðè α4 = 0.0639 ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòî-ðà, â ñèñòåìå (4) âîçíèêàåò ïðåäåëüíûé òîð íåñêîëüêî èíîãî òèïà,÷åì ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 21à. Ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà òàêîãîòîðà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 23à. Äàëåå, ïðè α4 = 0.063 â ñèñòåìå âîç-íèêàåò ðåçîíàíñíûé ïðåäåëüíûé öèêë íà òîðå (ðèñ. 23á). Òðàåêòîðèÿ,ñäåëàâ êîíå÷íîå ÷èñëî îáîðîòîâ íà ïîâåðõíîñòè òîðà, çàìûêàåòñÿ èïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå ñëîæíîå, íî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå. Ïðèäàëüíåéøåì óìåíüøåíèè α4, à èìåííî ïðè α4 = 0.06, â ñèñòåìå âîçíè-êàåò õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà è ñå÷åíèåÏóàíêàðå ïëîñêîñòüþ β = 0 àòòðàêòîðà òàêîãî òèïà ïðèâåäåíû íàðèñ. 23â�ã.Âîçíèêàþùèé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ïî ñòðóêòóðå ñâîåãî �àçî-âîãî ïîðòðåòà çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ ðàíåå èññëåäîâàííûõ õàî-òè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû (4). Êðîìå òîãî, õàîòè÷åñêèé àòòðàê-òîð òàêîãî òèïà, êàê è ïðåäåëüíûå òîðû è öèêëû, ïðåäñòàâëåííûå íàðèñ. 21à�á, 23à�á, ëîêàëèçóåòñÿ â çàìåòíî ìåíüøåì îáúåìå �àçîâî-ãî ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü äàííîãî õàîòè÷å-ñêîãî àòòðàêòîðà, êàê è âñåõ ðàíåå ðàññìîòðåííûõ õàîòè÷åñêèõ àò-òðàêòîðîâ, èìååò äðîáíóþ âåëè÷èíó è íàõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå (2,3).Èìååò ìåñòî áåñêîíå÷íàÿ âîçâðàùàåìîñòü òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòüëþáîé òî÷êè õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò ðåãó-ëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ, ìîìåíòû âðåìåíè âîçâðàòà òðàåêòîðèè ÿâëÿþò-ñÿ íåêîòîðîé õàîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ñå÷åíèå Ïóàíêàðå(ðèñ. 23ã) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçâèòîå õàîòè÷åñêîå òî÷å÷íîå ìíî-æåñòâî, êîòîðîå ïîëíîñòüþ òåðÿåò ëåíòî÷íóþ ñòðóêòóðó. Â öåëîì, âýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ ñöåíàðèé ïåðåõîäà ê õàîñó ÷åðåç êâàçèïåðè-îäè÷åñêèå ðåæèìû [9℄.Íà ðèñ.24 ïðèâåäåíû Ôóðüå-ñïåêòðû ïåðèîäè÷åñêîãî, êâàçèïåðè-îäè÷åñêîãî è õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû, ïðåäñòàâëåííûõ íàðèñ. 23à�â. Äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà Ôóðüå�ñïåêòð èìååò äèñêðåò-íóþ ñòðóêòóðó ñ ðàâíîîòäàëåííûìè ãàðìîíè÷åñêèìè ñîñòàâëÿþùè-



�àçíîîáðàçèå õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè . . . 387

-0.2
-0.1

0
0.1

-0.2
-0.1

0
0.1

0.2
-0.5

0

0.5

1

1.5

-0.2
0

0.2

-0.2
0

0.2

-0.5

0

0.5

1

1.5

à á
-0.2

-0.1
0

0.1
0.2

-0.2
-0.1

0
0.1

0.2
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

0
0.5

1

-0.6
-0.4

-0.2
0

0.2

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

â ã�èñ. 23: Ïðîåêöèè �àçîâîãî ïîðòðåòà ïðåäåëüíîãî òîðà ïðè
α4 = 0.0639 (à), ðåçîíàíñíîãî öèêëà ïðè α4 = 0.063 (á) è õàîòè÷å-ñêîãî àòòðàêòîðà (â) ïðè α4 = 0.06; ñå÷åíèå Ïóàíêàðå õàîòè÷åñêîãîàòòðàêòîðà ïðè α4 = 0.06 (ã).



388 À.Þ. Øâåö, Â.À Ïå÷åðíûéìè. Ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ â ñèñòåìå âñëåäñòâèå áè�óðêàöèè Íåé-ìàðêà ïðåäåëüíîãî òîðà Ôóðüå-ñïåêòð ñîõðàíÿåò ñâîþ äèñêðåòíîñòü,îäíàêî èñ÷åçàåò åãî ãàðìîíè÷íîñòü. Ôóðüå-ñïåêòð õàîòè÷åñêîãî àò-òðàêòîðà ïðèîáðåòàåò õàðàêòåðíóþ íåïðåðûâíóþ ñòðóêòóðó. Â äàí-íîì ñëó÷àå ñïåêòð ñïëîøíîé, ñ ÷åòêî âûðàæåííûìè âûáðîñàìè�"âîñïîìèíàíèÿìè" îá èñ÷åçíóâøåì ðåçîíàíñíîì ïåðèîäè÷åñêîì ðå-æèìå.Êàê âèäíî èç ðèñ. 15à, õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ñóùåñòâóåò íà äî-ñòàòî÷íî ìàëîì èíòåðâàëå (0.059, 0.061) èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà α4.Ïðè α4 ≤ 0.059 ïðîèñõîäèò î÷åðåäíîå ðàçðóøåíèå õàîòè÷åñêîãî àò-òðàêòîðà è â ñèñòåìå (4) âíîâü âîçíèêàåò ïðåäåëüíûé öèêë. Ïðèäàëüíåéøåì óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà α4, êàê ñëåäóåò èç êàðòû äè-íàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ (ðèñ. 15à), ïðîèñõîäèò ÷åðåäîâàíèå òèïîâ óñòà-íîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ âèäà "õàîñ�òîð�öèêë". Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òîâîçíèêàþùèå â ýòîé îáëàñòè êàðòû àòòðàêòîðû êà÷åñòâåííî ïîäîáíûïðèâåäåííûì íà ðèñ. 23.Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè ñèñòåìû âäîëü äðóãèõ ðàç-ðåçîâ äàííîãî ëèñòà êàðòû äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ (ðèñ. 14à) íàáëþ-äàþòñÿ àíàëîãè÷íûå òèïû ðåãóëÿðíûõ è õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ è,ñîîòâåòñòâåííî, ïîäîáíûå ñöåíàðèè ïåðåõîäà ê õàîñó.Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî òèïû õàîòè÷åñêèõ àò-òðàêòîðîâ ñèñòåìû (4), ñóùåñòâóþùèå â îáëàñòè èçìåíåíèÿ åå ïàðà-ìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùåé âòîðîìó ëèñòó êàðòû äèíàìè÷åñêèõ ðåæè-ìîâ (ðèñ. 14á). Ïðîâåäåì ðàçðåç ýòîãî ëèñòà êàðòû ïî âåðòèêàëüíîéîñè X = 6.70. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç êàðòû äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ,ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ α4 ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñìåíà òèïîâ äèíàìè-÷åñêèõ ðåæèìîâ â ñèñòåìå èìååò âèä "öèêë�ãèïåðõàîñ�õàîñ�öèêë".Ïðàâäà, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îáëàñòè õàîñà âîçìîæíî íàëè÷èåî÷åíü "óçêèõ" îêîí ïåðèîäè÷íîñòè, íàíåñåíèå êîòîðûõ íà êàðòó âîç-ìîæíî òîëüêî ïðè çíà÷èòåëüíîì óâåëè÷åíèè åå ìàñøòàáà. Íà ðèñ.25 ïðèâåäåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè ñòàðøåãî, îòëè÷íîãî îò íóëÿ, ëÿ-ïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ ñèñòåìû îò ïàðàìåòðà α4, ïîñòðîåííûé ñ øà-ãîì ïî α4, íà äâà ïîðÿäêà ïðåâûøàþùèì øàã, êîòîðûé èñïîëüçî-âàëñÿ ïðè ïîñòðîåíèè êàðòû äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Êàê ñëåäóåò èçýòîãî ðèñóíêà, â îáëàñòè õàîñà (îáëàñòè ïîëîæèòåëüíîñòè ñòàðøåãîëÿïóíîâñêîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ) ñóùåñòâóåò äâà îêíàïåðèîäè÷íîñòè â îêðåñòíîñòè òî÷åê α4 ≈ 0.0271 è α4 ≈ 0.0369. Îñóùåñòâîâàíèè äàííûõ îêîí ñâèäåòåëüñòâóþò ïðîâàëû ãðà�èêà ëÿ-ïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé.
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â�èñ. 24: �àñïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïðåäåëüíîãî òîðàïðè α4 = 0.0639 (a); ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè α4 = 0.063 è õàîòè÷å-ñêîãî àòòðàêòîðà ïðè α4 = 0.06(â).
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á�èñ. 25: �ðà�èê çàâèñèìîñòè ëÿïóíîâñêîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïî-êàçàòåëÿ îò ïàðàìåòðà α4 (à); �àçîïàðàìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêàñèñòåìû ïî êîîðäèíàòå γ (á).



�àçíîîáðàçèå õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè . . . 391Íà ðèñ. 25á ïîñòðîåíà �àçîïàðàìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà (áè-�óðêàöèîííîå äåðåâî) ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà α4 è äèíà-ìè÷åñêîé ïåðåìåííîé γ ïðè X = 6.70. Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðèñóíêàâèäíû îòäåëüíûå âåòâè áè�óðêàöèîííîãî äåðåâà. Ýòî îáëàñòü óñòà-íîâèâøèõñÿ ðåãóëÿðíûõ ðåæèìîâ. Â ýòîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïàðà-ìåòðîâ àòòðàêòîðàìè ñèñòåìû (4) ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðåäåëüíûåöèêëû. Íà áè�óðêàöèîííîì äåðåâå ÷åòêî ïðîñìàòðèâàþòñÿ ðàñùåï-ëåíèÿ åãî âåòâåé, ñîîòâåòñòâóþùèå áè�óðêàöèÿì óäâîåíèÿ ïåðèîäà(óâåëè÷åíèÿ òàêòíîñòè) ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Îäíàêî ýòè áè�óðêàöèèíå ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ. Èõ êàñêàä çàêàí-÷èâàåòñÿ âîçíèêíîâåíèåì öèêëà ìåíüøåé òàêòíîñòè è áîëåå ïðîñòîéñòðóêòóðû. Íà ðèñ. 26à ïðèâåäåíà ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà îä-íîãî èç âîçìîæíûõ ìíîãîòàêòíûõ öèêëîâ ñèñòåìû, ïîñòðîåííîãî ïðè
α4 = 0.18. Ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. 26á ïðèâåäåíà ïðîåêöèÿ �àçîâîãîïîðòðåòà ïðåäåëüíîãî öèêëà áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû. Çàìåòèì, ÷òîöèêëû òàêîãî òèïà ñóùåñòâóþò â ñèñòåìå ïðè 0.135 < α4 < 0.167. Ïðèäîñòèæåíèè ïàðàìåòðîì α4 çíà÷åíèÿ 0.1351 ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèåïðåäåëüíîãî öèêëà è â ñèñòåìå (4) âîçíèêàåò õàîñ. Õàîòè÷åñêóþ îá-ëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ìîæíî ëåãêî èäåíòè�èöèðîâàòü ïîðåçêîìó èçìåíåíèþ ñòðóêòóðû áè�óðêàöèîííîãî äåðåâà â ëåâîé ÷à-ñòè ðèñ. 25á. Ýòà ÷àñòü áè�óðêàöèîííîãî äåðåâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéãóñòî çàòåìíåííóþ òî÷å÷íóþ îáëàñòü, â êîòîðîé èñ÷åçàåò "âåòâèñòàÿ"ñòðóêòóðà, ïðèñóùàÿ ðåãóëÿðíîé îáëàñòè.Íà ðèñ. 26â�ã ïðèâåäåíû ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà è ñå÷å-íèå Ïóàíêàðå âîçíèêàþùåãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, ïîñòðîåííûåïðè α4 = 0.134. Äàííûé àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ ãèïåðõàîòè÷åñêèì.Ñèãíàòóðà ñïåêòðà ËÕÏ ãèïåðõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà èìåþò âèä
〈+,+, 0,−〉. Îñîáåííîñòüþ îáðàçîâàííîãî àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ ïîëî-æèòåëüíîå çíà÷åíèå íå òîëüêî ïåðâîãî, íî è âòîðîãî ëÿïóíîâñêî-ãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â �àçîâîì ïðî-ñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò äâà íàïðàâëåíèÿ, ïî êîòîðûì ðàçáåãàþòñÿ òðà-åêòîðèè àòòðàêòîðà. Ñå÷åíèå Ïóàíêàðå ãèïåðõàîòè÷åñêîãî àòòðàê-òîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçâèòîå õàîòè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Íå ìî-æåò áûòü è ðå÷è î êàêîé-ëèáî àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû (4) îäíîìåð-íûì äèñêðåòíûì îòîáðàæåíèåì. Íà ðèñ. 27à�á ïîñòðîåíû ðàñïðåäå-ëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè
α4 = 0.140 è ãèïåðõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè α4 = 0.134. Ôóðüå�ñïåêòð ïðåäåëüíîãî öèêëà èìååò äèñêðåòíóþ ñòðóêòóðó, à ñïåêòðõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà � ñïëîøíîé. Â ñïëîøíîì Ôóðüå�ñïåêòðå
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â ã�èñ. 26: Ïðîåêöèè �àçîâûõ ïîðòðåòîâ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïðè
α4 = 0.18 (à); α4 = 0.140 (á); ïðîåêöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà (â) è ñå÷å-íèå Ïóàíêàðå (ã) ãèïåðõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè α4 = 0.134.
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à á�èñ. 27: �àñïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëàïðè α4 = 0.140 (à) è ãèïåðõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè α4 = 0.134(á).ãèïåðõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðàêòè÷åñêè ðàçðóøàþòñÿ ñïåêòðàëü-íûå ïèêè ïðåäåëüíîãî öèêëà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì î ñóùå-ñòâîâàíèè â ñèñòåìå, ïðè α4 = 0.134, ðàçâèòîãî õàîñà.Ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ α4 ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ"ãèïåðõàîñ�õàîñ" , â ðåçóëüòàòå ÷åãî â ñèñòåìå âìåñòî ãèïåðõàîòè-÷åñêîãî âîçíèêàåò õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, êîòîðûé ïðè äàëüíåéøåìóìåíüøåíèè α4 ñìåíÿåòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì. Çàìåòèì, ÷òî ïîäîá-íûå ñìåíû äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ îïèñàíû â [2℄.Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû, â ñî-âîêóïíîñòè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [2℄�[4℄, ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òîñèñòåìà "ïüåçîêåðàìè÷åñêèé èçëó÷àòåëü�ãåíåðàòîð" îáëàäàåò èñ-êëþ÷èòåëüíûì ðàçíîîáðàçèåì ðåãóëÿðíîé è õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè.Â ýòîé ñèñòåìå ðåàëèçóþòñÿ âñå îñíîâíûå òèïû ðåãóëÿðíûõ àòòðàê-òîðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì: ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðåäåëüíûå öèê-ëû è ïðåäåëüíûå òîðû. Èñêëþ÷èòåëüíûì ðàçíîîáðàçèåì îòëè÷àåòñÿè õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû "ïüåçîêåðàìè÷åñêèé èçëó÷àòåëü�ãåíåðàòîð". Â íåé ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî òèïîâ õàîòè÷åñêèõ è ãè-ïåðõàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ è ðåàëèçóþòñÿ âñå îñíîâíûå ñöåíàðèè
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